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RESUMO

Foi realizada, neste trabalho, uma formulacdo métieey analise e solucdo do problema de
condugéo de calor tridimensional ndo-linear e teams, definido no sistema de coordenadas
cartesianas. A Técnica da Transformada Integralefaéimada foi utilizada para transformar o
sistema de equacgles diferenciais parciais origieais um sistema de equagOes diferenciais
ordinarias, o qual foi limitado em uma ordem seintemente grande de acordo com a precisao
desejada e os recursos computacionais disponiFermm obtidos e apresentados resultados
numericos para a difusdo de calor em um paraletdpigde Aco Inoxidavel Aisi 304.
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ABSTRACT

In this work, it was done a mathematical formulatianalysis and solution of the problem heat
conduction three-dimensional nonlinear transieafingd in the Cartesian coordinate system. The
Generalized Integral Transform Technique was usettansform the system of original partial
differential equation into a system of ordinaryfeliéntial equations, which was limited to a large
enough order according to desired accuracy and otatipnal resources available. It was obtained
and presented numerical results for the heat diffusiside a parallelepiped of stainless steel Aisi
304.
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INTRODUCAO

Os processos de transferéncia de calor estdo peesan diversas aplicacdes. Na natureza,
animais e plantas nado sobrevivem sem o0s procegaasda transferéncia de calor que fazem parte
de seu metabolismo. Assim, a transferéncia de dalorou-se, desde tempos remotos, um
importante campo de pesquisa tedrica e aplicada.

Muitas aplicacbes nessa area sao representadasqumlios nado-lineares. Para o caso
tridimensional, o modelamento matematico sera semtado por uma equacao diferencial parcial,
nao-linear de segunda ordem.

As técnicas analiticas tradicionais ndo abordamgas problemas. Solu¢des aproximadas
foram propostas através de métodos numéricos. daxdie solucdes hibridas analitico-numéricas
tém sido desenvolvidas e utilizadas em diversdsathas disponiveis na literatura. Uma familia
destas técnicas sdo os métodos integrais, e degeha@ uma técnica chamada Transformada
Integral Generalizada (TTIG) que tem sido utilizaclan sucesso na solucdo de problemas
difusivos ou convectivos-difusivos.

A Técnica da Transformada Integral Generalizadma ferramenta puramente matematica
muito eficaz na solucéo de diversos problemas ea @ transferéncia de calor. Quando aplicada,
€ capaz de transformar a equacéao diferencial paye&a modela o problema investigado em um
sistema de equacdes diferenciais ordinarias acopadfinito, o qual é truncado e resolvido
numericamente.

Sera realizada, neste trabalho uma formulacdo naditean analise e solucdo para o
problema de difusdo n&o-linear, tridimensional andrente. Resultados numéricos serao
apresentados para a difusdo de calor em um cubo.

ANALISE MATEMATICA

O problema de conducédo de calor transiente noiontde um cubo com condutividade
térmica dependente da temperatura foi considerddsua formulacdo matematica é dada pela
equacao diferencial parcial

%: DOK(T,Y,z)0TX,Y,z1)]

no dominio,0<x<l,,0<y<l ,0<z<lI, t>0.

Os parametros e variaveis presentes na Eq. (1) sdo adimensionais e astiadss com
suas dimensoes pela formulacdo seguinte
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O tempo adimensional (t) é também conhecido naatitea como namero de Fourier, Fo, assim
Fo=t=at /(L")?. As condicbes, inicial e de contorno para a Ejjs&b representadas por
T(x,y,20) =f(X,y,2) =1, O<x<l,,0<sy<l ,0sz<],,

(3a)
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(3b-d)

T(y,y,z,t) =0, T(x,ly,z,t) =0, T(x,y,l,,)=0, t>0
(3e-9)

A condutividade térmica é representada neste trabalho por uma funcaadépeadente da
temperatura, expressa a seguir
K(T(x,y,zt)) =a+bT(x,y,zt).

(4)

A Eqg. (4) quando substituida na Eq. (1) resulta

w =al*T(x,y,z,t)+b0+ [T(x,y, 2 )IT(X,y,21)]

(5)

No caso particulab =0, o problema difusivo ndo linear torna-se linear.

PROBLEMAS DE AUTOVALORES

Os problemas auxiliares de autovalores ou problemas de Sturmlle@om suas respectivas
condi¢cBes de contorno para os trés eixos foram escolhidos de acordotradralho de Aparecido
(1997) e sao dados por
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Os problemas, Egs. (6), (7) e (8), sujeitas asi¢coed de contorno, Egs. (6a,b), (7a,b) e (8a,b)
para os trés eixos espaciais sdo equacdes difeiemrdinarias homogéneas com coeficientes
constantes. As solugcbes foram efetuadas e portabtmlas as autofungcées normalizadas

Y Yy e w® as autoconstanteB™ ,BY e BY, bem como os autovalorgg™,u® e .
Estas entidades matematicas sdo apresentadasra segu
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TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA

A Técnica da Transformada Integral Generalizaddcaghh na solucdo da equacao
diferencial parcial, Eq. (1) transforma o problemzestigado em um sistema infinito acoplado de
equacOes diferenciais ordinarias nao-lineares deepa ordem, o qual é truncado e resolvido
numericamente. Através da férmula de inversdo gtaetécnica proporciona € possivel reconstruir
0 potencial original.

O par transformada-inversa associado aos trés éxosnstituido seguindo a teoria da
Transformada Integral Generalizada, (Cotta, 1998)expresso pelas seguintes equacoes:

T = [ [*[F 9 WP (¥ @T(x.y.zt)dxdydz, i, mp=12...,%

imp

(12)

Tryz= Y WO 0WY ()W @TE
i,m,p=1
(13)

O termo T"(;‘gz) significa a transformacgéo da variavel dependeata ps eixos X, y € z em

relagéo as autofuncoeg™, Wi e W@, respectivamente.

Para transformar a equacdo diferencial parcial Ind®ar, Eqg.(5) multiplicou-a pelas
respectivas autofuncdes e os problemas de autegapmr T(x,y,z,t). As equacdes resultantes



foram somadas e integradas sobre todo o dominité®,eum sistema de equacbes diferenciais
ordinarias acoplado € obtido, veja Neves (2008pd® por

dT.n?yZ 1 _ & X :
—mp 17/ Z i F Bymng (T OITE? (1), i,mp=12,...,e
n,g=1

(14)

onde o vetorT, (t) contém todos os infinitos termos, transformadaa pan,p=1,2,...,0

T, () = [{:l:lll' :I:1121 :I:ll3 ~h {:I:12lv :I:l22' :I:l23 B S {:l:lev -r2121 :I:213 “h {'~I'221, -r2221 -r223 3T
(15)

A Eq. (14) é um sistema nao-linear de equacbesedifeais ordinarias de primeira ordem
acopladas. Para que sua postulacdo fiqgue completaessario prover uma condi¢do inicial. Isto
pode ser efetuado, transformando a condicao ireaginal, Eqg. (3a). Logo se tem,

T ) =] j ylj WO )W (y) WD (2)dxdydz=£,$9? com i,mp=12,...,00

imp imp

(16)

Os coeficientes na Eq. (14) séo resultantes daftianacéo dos termos lineares e nao-lineares
da Eq. (5) e sao representados por

*
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Os coeficientes envolvidos na Eq. (17) s&o expssssn
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sendo que os coeficientes presentes nas Eqs. ((B))esédo integrais que surgiram durante o
processo de transformacao realizado pela TTIG. esustados sao

R =8 Hp, =0

[ mni Hpg = 8pq5 0pq = HE 1 85q3 Qun = U MR By

nas quais os simboldg, 3., € d,, sdo conhecidos como delta de kronecker e saadizgipor

sst:{oses’” .+ para (s.9) = i, ), (M.n).(p.).

lses=t

Os coeficientes presentes na Eg. (18) sdo expsessdematicas que contém as nao-linearidades
existentes no problema analisado. Essas contriésifipdam resolvidas numericamente.



TRUNCAMENTO DA EXPANSAO DE FUNCOES EM SERIES FINITA S

O sistema definido pela Eq. (14) possui um numefiniio de equacdes diferenciais ordinarias

de primeira ordem sujeito a condicdo inicial transfada, dada pela Eq. (16). Para obter-se

resultados numéricos, o sistema infinito, Eq. (1dgye ser limitado em uma ordem finita
suficientemente grande de acordo com a precisa®jadies e respeitando 0S recursos
computacionais disponiveis. Deste modo, limitanaégx@ansédo x em ,Nermos, a expansao y em
Ny termos e a expansdo z emtrmos, o nimero total de termos sedg I, N, ), implicando no

sistema de equacdes diferenciais ordinarias, como segue:

dT(XyZ)(t) Ny Ny, N, i=1,2,...,Ny;
m
— z [(A ijmnpq +B ijmnpq (T T ™) V)] T(Xyz) (®; m=1,2,..,N yi

dt L=
jin,g=1 p:1,2,...,NZ,
(21)
sujeito a condicdo inicial

(xy2) (O) =f £ (xyz) '

|mp imp
(22)

A Eg. (21) é um sistema finito de equacgdes diferenciais ordinarias nao-lineares de primeira ordem e
pode ser escrito na forma matricial, como apresentado a seguir

dT (1) SR
—==[A+B(T®))]T(1),

dt
(23)
onde A é a matriz dos coeficientes lineares A, € B(T(t)) a matriz dos coeficientes ndo-lineares
Bijmnpq (T™2 (1)) . O vetor :l:(t) é o vetor T,, (t) truncado, como comentado anteriormente, e é expresso
por

~ = ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
T(t) _[T111’ T112’ . "T11N2’T121’ T122’ cen T12NZ7 . "TlNy1’ TlNyZ’ . "TlNyNZ’ ce T2NyNZ’ . "TNxNyl’ TNxNyZ e ’TNxNyNz] :

Assim, a formula de inversdo, Eq. (13), depois de truncada é utilizada para obter a distribuicdo de

temperatura
N, Ny, N,

Tyz 9= 3, WORWY WY @TS (.
i,m,p=1

(24)

RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste trabalho, foi considerado um paralelepipedoy comprimento unitario em cada
direcédo x, y e zly = |, = |, = 1. O material analisado € o Ago Inoxidavel Aisi 304qual foi

submetido a um processo de resfriamento de umaetatopa inicial T, =1200 K até uma
temperatura finall) = 400K . A ordem usada no truncamento da série foi dee51d termos para



cada direcéo, resultando em sistemas diferenc@is 25, 343 e 1000 equacdes diferenciais,
respectivamente. Os resultados apresentados ampfesem a 10 termos no truncamento da série.

O sistema finito ndo-linear, Eq. (23) foi resolvidtvavés de um programa implementado
em Fortran 90/95 que simula a difusdo tridimengioda-linear transiente para um corpo com 0
formato de paralelepipedo no sistema de coordenzatéssianas. Neste programa, a subrotina
DIVPAG do IMSL (1994) foi usada para resolver desisa diferencial de equagdes. A precisdo da
subrotina foi fixada eng =10°. A condutividade térmica dimensional do Aco Ai§4Joi obtida
a partir dos dados experimentais disponiveis enojieza & de Witt (1992), para o intervalo de
temperatura de 400K a 1200K e é expressa por
k' (T") =1147+ 00131, [T']=K, [k']=W/(mxK).

Partindo desse polinbmio de primeira ordem, utilize a Eqg. (2f) para calcular a
condutividade térmica de referéndiq, que possui valor igual a 22, ¥2/(mxK) e entdo, através
da Eq. (2g) obteve-se a condutividade térmica adimensiofigl = 0756+ 0489T.

Para este caso, 0 tempo computacional necessario para se obter a salugd@a au
significativamente devido ao computo repetido dos coeficientes depesdEntemperatura. Para
reduzir o tempo de processamento, as matAze®B, presentes na Eq. (23) foram computadas na
forma de matrizes banda, sendo que os elementos das matrizes que festejdan banda sao
desprezados. Matriz banda é uma matriz com numero fixo de linhaa adinaixo da diagonal
principal, incluindo-a. Quando o tamanho da banda aumenta, a apgaxinpara a solucao €
melhor, mas também aumenta o custo computacional. O valor adatada largura da banda foi
21.

Para o caso qud=0, a Eqg. (5) torna-se linear, dependendo somente do paréaaetro
Adotou-se trés maneiras para analisar o problema linear gerado: a prinmsistecem tomar a

condutividade térmica igual ao valor médio,, e assimK(T) =k /K =1; as outras duas
consistem em tomak (T) = k' 7kl = 0744 K(T) =k /k' = 1249 ondek: ., =k™(To.)

min ref ref
e ko, =k™(Ti,) s80 os respectivos valores da condutividade térmica nas temperaiims ra
minima. Para este casb,,, =40K e T, =1200K.

No gréfico (1), sdo apresentadas as distribuicbes de temperatura maxiga &T
temperatura média fkgi9, respectivamente, em funcdo do tempo adimensional, Fo. Como
esperado, as curvas de temperatura tendem para zero mais rapidamente nesncasesa
condutividade térmica é maior. E importante salientar que, apesdistfdsuicoes de temperatura
estarem proximas, os resultados obtidos, para um dado instase diterenciam bastante para os
trés casos analisados. Como exemplo,F8e 0,2, tem-se para 0 caso que((T) = 0741, uma
temperatural, ,, = 0652 e paraK(T) = 1249, a temperaturd ,,, = 0322, acarretando em uma
diferenca de temperatura da ordem de 100% em relacdo ao menor valor. Para autenmpéda,
essa diferenca € superior a 100%. O tempo que o paralelepipedo gastaspér até uma
temperatural, ., = O1 é de aproximadamentéo= 054 para K(T) = 0741, e quando calculada

para K(T)=1249, o tempo é deFo= 032 levando a uma diferenca superior a 60%,

relativamente, ao menor valor. Com respeito a temperatura média, essa diéedengadem de
70%.
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Gréfico 1: (a) Distribuicdo da temperatura maxin{a)edemperatura média, em funcdo do numero
de Fourier, para o Aco Inoxidavel Aisi 304.

Na grafico (2) apresenta-se o resultado obtido paraaso ndo linear no qual a
condutividade térmica foi modelada como uma funcdimear da temperatura,
K(T) = 0756+ 0489T, para o0 ago Aisi 304. Pode-se observar nessasaigaequenos picos no

inicio das curvas que representam as distribuigédemperatura maxima. Isso acontece, pois para
tempos adimensionais proximos de zero, existe mswHiciéncia de autovalores necessarios para
obter o processo adequado de convergéncia. Aoreeraar a quantidade de termos na série, a
precisao ird melhorar, no entanto sempre haveraalon suficientemente pequeno do tempo para
o qual um namero fixo de termos na série seraigisante. Em termos praticos a quantidade total
de termos utilizados é dependente da capacidadputaaonal disponivel em termos de memoria
e tempo de processamento. No gréfico (3) apresentana medida da convergéncia da solucao,
através do computo da diferenca das distribuic@eteohperatura para diferentes quantidades de
termos nas expansdes em seérie. A solu¢cdo com fdeem cada dire¢cdo, 1000 no total, foi
tomada como referéncia. Na figura estdo as difaserdos resultados para as temperaturas
méaximas e medias, obtidas com expansfes de 5rm@stem cada dire¢cdo, com aqueles providas
na solucéo de referéncia. Percebe-se por inspecdiguta que os resultados para a temperatura
média apresentam menor diferenca e portanto umar manvergéncia do que aqueles para a
temperatura maxima. Quando o tempo (Fo) aumenigerenica de um modo geral diminui. As
maiores diferencas sdo da ordem dé &@s menores da ordem dé’10
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Grafico 2: Distribuicdo das temperaturas maximaédimy Grafico 3: Erro de convergéncia para diferentes
em funcao do nimero de Fourier, para o A¢o Inoxétlav quantidades de termos na série, em fungdo do niaeero
Aisi 304. Fourier, para 0 Aco Aisi 304.

Os resultados obtidos através do equacionamentting@ com aqueles obtidos utilizando o
equacionamento linear para o Aco Inoxidavel Ais#t 3@mbém foram comparados, conforme
apresentado no grafico (4). Observa-se na Figlifjgara o problema linear, que os dois que mais
se aproximam dos resultados do caso nao-lineaiagéeles correspondenteskqT) = 0741 e



K(T) =1. Os resultados com menor concordancia sao osspomdentes & (T) = 1249. Note
que, paraK(T)=1 tem-se uma aproximacdo razoavel, pois trata-seirda distribuicdo de

temperatura correspondente a condutividade ténmézha.
Nas Figuras (1), (2) e (3) tem-se a distribuicdotetaperatura em relacdo ao sistema de
coordenadas tridimensional pafo= 002; 0,18 e 0,5 com condutividade térmica do material

expressa por uma funcao linear dependente da tatopeK (T) = 0756+ 0489T .
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Gréfico 4: (a) Distribuicdo da temperatura maxinfh)edemperatura média em funcédo do numero
de Fourier para a condutividade térmica constatiteear com a temperatura.

Figura 1: Distribuicdo de temperatura no
paralelepipedo em funcéo dos eixos do espaco
paraFo= 002; material A¢o Inoxidavel Aisi 304.



Figura 2: Distribuicdo de temperatura no
paralelepipedo em funcéo dos eixos do espago
paraFo= 018; material Aco Inoxidavel Aisi 304.

Figura 3: Distribuicdo de temperatura no
paralelepipedo em funcéo dos eixos do espago
paraFo= 05; material Ao Inoxidavel Aisi 304.

CONCLUSOES

Na engenharia, bem como em qualquer ciéncia aplicadnatematica é uma ferramenta
fundamental e poderosa na solugédo de inUmerasgpéds.

Foi analisado o problema de conducao de calorigatestridimensional em um dominio no
formato de paralelepipedo no sistema de coorderadEsianas para um processo de resfriamento
no intervalo de 1200K a 400K. Utilizou-se dois mladgentos para a condutividade térmica do
material, um com condutividade térmica constardateo variando linearmente com a temperatura.

Para o equacionamento linear, adotou-se trés ditsyeestratégias para se definir um valor
constante da condutividade térmica. Um que utiizam valor médio e outros dois que utilizavam
0 maior e 0 menor valor.

A Técnica da Transformada Integral Generalizadd@) Toi utilizada para transformar a
equacao diferencial parcial original presente enbaamos equacionamentos, em um sistema
infinito de equacg®es diferenciais ordinarias. Ngocéinear, o sistema de equagfes diferenciais
obtido no final é desacoplado e pode ser resohadlgebricamente, sendo que o0 custo



computacional em termos de memoaria e tempo de $gaceento é baixo. Ja para 0 caso nao-
linear, o sistema de equacdes diferenciais é ado@ado-linear e foi resolvido usando rotinas do
IMSL, tendo custo computacional alto.

Os resultados obtidos apresentam um comportamentual a distribuicdo tridimensional
de temperatura evolui rapidamente do valor inigaka valores menores em uma queda
exponencial com altos gradientes de temperaturaledorrer do processo de transferéncia de calor
0s gradientes tornam-se menores e por fim tendegnoaquando a temperatura adimensional tende
a zero.
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